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Skip_list, Arbres binaires de recherche

(1 Objectif: recherche et insertion dans un conteneur en O(log(n))
1 Idée : réduire I'espace de recherche de moitié a chaque étape

 Inspiration : avec Array, si le conteneur est trié, on peut faire une
recherche dichotomique en O(log(n)), en localisant le milieu du
conteneur en O(1)
(] Possible de localiser le milieu en O(1) car les éléments sont
contigus
(1 Comment faire dans le cas ou les éléments sont non contigus ?
(ex. List)




Recherche dichotomique

 Array (trié) :
O(log(n))

Début2 Milieu2

|/

1 2 3 4 5 6

AR

Milieul Finl
Fin2

Rechercher(5)

L Comment faire de méme avec
une List == > Skip_list

Algo B : Entier x Tableau de n
entiers - Index (Entier)
Entree : x, tab
pas_trouve < Vrai
debut €< 0
fin € n-1
milieu < (debut+fin)/2
Tant que pas_trouve == Vrai
Si tab[milieu] == x
position < milieu
pas_trouve < Faux
Sinon Si x < tab[milieu]
fin € milieu -1
Sinon
debut €< milieu +1
milieu < (debut+fin)/2




Skip_list

] Série de List L,, Ly, Ly, ..., L, tellesque L, CL,, C...CL,

L, Début - 9 - Fin
L, Début - 5 - 9 - 11 - Fin
L, Début - 1 - 5 - 7 - 9 - 11 - 15 - Fin
L,Début-0-1-2-5-6-7-8-9-10-11-12-15-16—-Fin

J Exemple : Recherche(16) en O(log(n))

L, Début =» 9
L, 9> 11
L, 11 15

L, 15 = 16




Skip_list

(] Série de List L,, Ly, Ly, ..., L, tellesquel, CL,,C..
L, Début - 5 - 9 - 11
L,Début — 1 - 5 — 7 — 9 — 11
L, Début—0-1-2-5-6-7-

1 Exemple : Recherche(x) en O(log(n))
A partir de la position i = Début de L,
Répéter:
Sii.suivant[k] <= x
i =i.suivant[k] // avancer
Sinon
k =k-1// descendre d’un niveau

CL,

15

Fin
Fin
Fin

8—9-10-11-12-15-16—-Fin




Skip_list

 Dans le cas idéal, chaque L, contient n/2!

L, Début - 9 - Fin
L, Début - 5 - 9 - 11 - Fin
L, Début - 1 - 5 - 7 - 9 - 11 - 15 - Fin
L,Début-0-1-2-5-6-7-8-9-10-11-12-15-16—-Fin

J Hauteur de la Skip_list : nombre de List
1 Hauteur d’'un élément h(x): nombre de List le contenant
d Au moment de I'ajout d’un élément x, il faut déterminer sa hauteur

1 On utilise un algorithme probabiliste tel que:
Prob(h(x) =1) =% ; Prob(h(x) =2)=1/4; ....; Prob(h(x) =i) = 1/2};




Skip_list

 Dans le cas idéal, chaque L, contient n/2!

L, Début - 9 - Fin
L, Début - 5 - 9 - 11 - Fin
L, Début - 1 - 5 - 7 - 9 - 11 - 15 - Fin
L,Début-0-1-2-5-6-7-8-9-10-11-12-15-16—-Fin

 Au moment de I'ajout d’un élément x, il faut déterminer sa hauteur
[ On utilise un algorithme probabiliste tel que:
Prob(h(x) =1) =% ; Prob(h(x) =2)=1/4; ....; Prob(h(x) = i) = 1/2';

Tirer au hasard 0 ou 1 tant que I'on tire O
h(x) = nombre de tirages

O0=>h(x)=1;01=>h(x)=2;001=> h(x) =




(J Représentation

Skip_list

< S [ e 5
— < ~ < .
| :—:gﬂﬁ JL S :
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class cell{ .
orivate: cla§s skip_list{
type val; private:
size_t hauteur C?” *de!out;
cell** prec: S|zeTt dim;
cell** suiv; public:
public:
cell(type&, size_t h); }
cell(type&);}




Skip_list : Prototypes des opérateurs

(] Constructeurs

skip_list : @ —> skip_list&  // par défaut
skip_list : skip_list& => skip_list&  // par copie

J Destructeur
~skip_list: @ > @ // fait appel a la fonction clear()
J Affectateur

operator=: skip_list& = @ // copie le parameétre dans l'objet
appelant




Skip_list : Prototypes des opérateurs

J Modificateurs

swap : skip_list& = @ // échange le paramétre avec l'objet appelant
insert: cell*, type& -2 cell* //ajoute un élément a une position (privée
insert: type& -> iterator //ajoute un élément

erase: cell*—> cell* //retire un élément a une position (privée)

erase: type& —2 iterator //retire un élément

1 Recherche/ localisation

lower_bound: type& -2 cell* //premier élément >= x (privée)
upper_bound: type& -2 cell* //premier élément > x (privée)
search: type& -2 cell* (privée)

search: type& -2 iterator




Skip_list : lower bound et upper _bound

rower bouM\) Upper_bound(5)
L, Début - - Fin
L, Début — 5 — 9 - 11 — Fin
L,Début - 1 - 5 -7 -9 - 11 - 15 - Fin
L, Début-0-1-2-5-6-7-8-9-10-11-12-15-16-Fin

Lower_bound(11)
Lower_bound(3) = Upper_bound(11)
Upper_bound(3)




Skip_list : lower bound et upper _bound

 cell* lower_bound(type x)
cell* ¢ = debut;
size_t k = debut->suiv.size()
for(size_ ti=k-1;i>=0;i--){
while(c->suiv[i] ->val < x) // <= x (pour upper_bound)
c = c->suivli];
}
c = c->suiv([0];
return c;




Skip_list : insert

 cell* insert(cell* c, type x)
size_t h = calculer_aleatoirement_hauteur();
cell* n = new cell(x,h);
size_t k = debut->suiv.size()
if(h > k)
augmenter_hauteur(h); //ajouter les List Ly, Ly, ..., L1
//ajouter n entre c->prec[0] et ¢

 cell* insert(type x)
cell* c = lower_bound(x)
return insert(c,x);




Skip_list

 cell* search(type x)
cell* c = lower_bound(x)
if(c->val == x)
return c;
else
return nullptr;

: search




Arbre binaire de recherche

J Skip_list : opération en O(log(n)) (structure linéaire, solution
probabiliste)
1 Solution non probabiliste =» structure multidimensionnelle

[ Deux dimensions: 4
- Gauche - Droite

/ N
- Racine 2 FeuiIV \
\
2

1

Profondeur

de l'arbre:
/ log(n)

/ yd




Arbre binaire de recherche

(] ABR : tel que chaque nceud a au plus deux enfants: un enfant gauche

et/ou un enfant droit

(1 Permet de localiser le milieu en O(1) si l’arbre est équilibré:
- milieu a la racine a

- plus petit a gauche

/ N
- plus grand a droite / \

1 7

Profondeur
de l'arbre:

log(n)




Arbre binaire de recherche

] ABR : tel que chaque nceud a au plus deux enfants: un enfant gauche
et/ou un enfant droit
] Plusieurs types de parcours possible:
d En largeur (horizontal)
J En profondeur (vertical)
J Prefixe:|4[1027658 ~
Q Infixe:0 125678 / \

(] Postfixe:|021/56874 1 7




Arbre binaire de recherche

] ABR : tel que chaque nceud au plus deux enfants: un enfant gauche
et/ou un enfant droit
] Plusieurs types de parcours possible:
d En largeur (horizontal)
J En profondeur (vertical)

J Prefixe:41027658 -
Q Infixe:[012[45678 / \

J Postfixe:|0215687H# 1 7
\ /
O Dans un ABR, I'ordre \ /
|dnf|x?i ,correspond a l'ordre 0 5 6 o
es elements, i.e. :

pour tout nceud X, / // ‘/
le sous-arbre gauche contient des éléments

plus petits que x, et le sous-arbre droit des >

éléments plus grands. /




Arbre binaire de recherche

] Représentation

class noeud{ l
private:
type val;
noeud™ parent; 8
noeud™ gauche; _— | T
noeud* droit; //_—\\
public:

noeud(type&);

noeud(type&, noeud*,
noeud*, nceud* );} ; % | ; | é
class abr{ 03 23 63 83

private: ' — |
noeud *racine, debut, / / A / /
fin;

size_t dim;

[?.L:Ib“C: : // |

AN
NN

S~—

)




ABR : Prototypes des opérateurs

(] Constructeurs

abr: @ - abr&  // par défaut
abr : abr& > abr& // par copie

(] Destructeur
~abr: @ > ¢ // fait appel a la fonction clear()
] Affectateur

operator=: abr& =2 @ // copie le parametre dans l'objet appelant




ABR : Prototypes des opérateurs

O Modificateurs

swap :abr& 2> @ // échange le parameétre avec l'objet appelant

insert: noeud®, type& -2 noeud* //ajoute un élément a une position (privée)
insert: type& - noeud* //ajoute un élément (privée)

insert: type& - iterator //ajoute un élément

erase: noeud*-> noeud* //retire un élément a une position (privée)

erase: : type& =2 noeud* //retire un élément (privée)

erase: type& -2 iterator //retire un élément

1 Recherche/ localisation

lower_bound: type& -2 noeud* //premier élément >=x (privée)
upper_bound: type& -2 noeud* //premier élément > x (privée)
search: type& -2 nceud* (privée)

search: nceud®, type& -2 noeud* (privée)

search: type& -2 iterator

previous: noeud®*-> noeud* * (privée)

next: noeud*—> noeud* * (privée)




ABR : search

[ noeud* search (noceud*® n, type x)

noeud™ c;
if( n == nullptr or n->val == x)
c=n;

elif(n->val < x)

c = search (n->droit ,x);
else

c = search (n->gauche ,x);
return c;




ABR : search

1 noeud* search (type x)
return search(racine,x);

[ noeud* search (type x)
noeud™ n = racine;
while(n != nullptr and n->val != x){

if(n->val < x)
n = n->droit;
else

n = n->gauche;
return n;




n

ABR : previous, next
previous(n)

A noeud* previous (nceud* n) \\‘d<ﬁ
nceud™ P ullptr
if(n->ga uche I= nuIIptr){ //cas (1) : a un enfant gauche; on doit descendre

p = n->gauche; previous(n)
while(p->droit != nullptr) /
p = p->droit;
} eIse{ //cas(2) : pas d’enfant gauche; on doit remonter
prevp = n; p = n->parent; ) /,/'
while(p !'= nullptr and p->droit |= prevp){ \/Q‘“
Prevp =p; nullptr

p = p->parent;

)

return p;




ABR : previous, next

U noeud™ next (nceud* n) next(n)
//symétrique de previous
//en inversant gauche et droit
n
nullptr




ABR : lower bound,upper_bound

J noeud* Iower_bound (type X) //dernier nceud ou I'on descend a gauche
noeud™ n = racine;
noeud™® lower = fin;
while(n != nullptr){
if(n->val >= x){

lower = n;

n = n->gauche;}
else

n = n->droit;

}

return lower;




ABR : lower bound,upper_bound

U noeud™ upper_bound (type x) //dernier nceud ot I'on descend & gauche
noeud™ n = racine;
noeud™® upper = fin;
while(n != nullptr){
if(n->val > x){

upper = n;
n = n->gauche;}
else
n = n->droit;

}

return upper;




ABR : Insert

[ noeud* insert (noceud™ n, type x)

noeud™ nouveau = new nceud(x);

if (n->gauche == nullptr){// cas(1): pas d’enfant gauche
n->gauche = nouveau;
nouveau->parent = n;

}

else{// cas(2): a un d’enfant gauche
noeud™ prev = previous(n);
prev->droit = nouveau;
nouveau->parent = prev;

}

return nouveau;

On insere toujours une feuille




ABR : Insert

[ noeud* insert (type x)
noeud™® n = lower_bound(x);
return insert(n,x);

On insere toujours une feuille




ABR : erase

[ noeud* erase (nceud* n)

noeud™ ¢ = next(n);

if(n->gauche == nullptr and n->droit == nullptr)//aucun enfant
//supprimer n de 'arbre

elif(n->gauche != nullptr)//un enfant gauche
//remplacer la valeur de n par celle de previous(n)
// supprimer previous(n) de l'arbre

else//un enfant droit
//remplacer la valeur de n par celle de next(n)
// supprimer next(n) de l'arbre
c=n;

return c;

On supprime toujours une feuille




ABR : erase

1 noeud* erase (type x)
noeud™ n = search(x);
if(n != nullptr)

return erase(n);
return n;

On supprime toujours une feuille
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