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Skip_list, Arbres binaires de recherche

❑ Objectif: recherche et insertion dans un conteneur en O(log(n))

❑ Idée : réduire l’espace de recherche de moitié à chaque étape

❑ Inspiration : avec Array, si le conteneur est trié, on peut faire une 
recherche dichotomique en O(log(n)), en localisant le milieu du 
conteneur en O(1)
❑ Possible de localiser le milieu en O(1) car les éléments sont 

contigus
❑ Comment faire dans le cas où les éléments sont non contigus ?
     (ex. List)



Recherche dichotomique

❑ Array (trié) : 
     O(log(n))

❑ Comment faire de même avec 
une List == > Skip_list

Algo B : Entier x Tableau de n 
entiers  → Index (Entier)
  Entree : x, tab
  pas_trouve  Vrai

  debut  0
  fin  n-1
  milieu  (debut+fin)/2
  Tant que pas_trouve == Vrai
  Si tab[milieu] == x
   position  milieu
   pas_trouve  Faux
  Sinon Si x < tab[milieu]
   fin  milieu -1
  Sinon
   debut  milieu +1
  milieu  (debut+fin)/2

1 2 3 4 5 6

Début1
Milieu1 Fin1

Fin2
Rechercher(5)

Début2 Milieu2



Skip_list

❑ Série de List L0, L1, L2, …, Lk  telles que Lk C Lk-1 C … C L0

     L3 Début                        –                        9               –                              Fin      
     L2 Début            –           5          –          9      –     11               –             Fin
     L1 Début     –    1    –     5    –    7    –    9      –     11     –      15     –     Fin
     L0 Début – 0 – 1 – 2 – 5 – 6 – 7 – 8 – 9 – 10 – 11 – 12 – 15 – 16 – Fin

❑ Exemple : Recherche(16) en O(log(n))
       L3 Début ➔ 9
       L2                   9 ➔ 11
       L1                           11 ➔ 15
       L0                           15 ➔ 16
 



Skip_list

❑ Série de List L0, L1, L2, …, Lk  telles que Lk C Lk-1 C … C L0

     L3 Début                        –                        9               –                              Fin      
     L2 Début            –           5          –          9      –     11               –             Fin
     L1 Début     –    1    –     5    –    7    –    9      –     11     –      15     –     Fin
     L0 Début – 0 – 1 – 2 – 5 – 6 – 7 – 8 – 9 – 10 – 11 – 12 – 15 – 16 – Fin

❑ Exemple : Recherche(x) en O(log(n))
      À partir de la position i = Début de  Lk

         Répéter:
               Si i.suivant[k] <= x
                        i = i.suivant[k] // avancer
                Sinon
                        k = k-1 // descendre d’un niveau



Skip_list

❑ Dans le cas idéal, chaque Li contient n/2i

     L3 Début                        –                        9               –                              Fin      
     L2 Début            –           5          –          9      –     11               –             Fin
     L1 Début     –    1    –     5    –    7    –    9      –     11     –      15     –     Fin
     L0 Début – 0 – 1 – 2 – 5 – 6 – 7 – 8 – 9 – 10 – 11 – 12 – 15 – 16 – Fin

❑ Hauteur de la Skip_list : nombre de List

❑ Hauteur d’un élément h(x): nombre de List le contenant

❑ Au moment de l’ajout d’un élément x, il faut déterminer sa hauteur
❑ On utilise un algorithme probabiliste tel que:
     Prob(h(x) = 1) = ½ ; Prob(h(x) = 2) = 1/4 ; ….; Prob(h(x) = i) = 1/2i ; 



Skip_list

❑ Dans le cas idéal, chaque Li contient n/2i

     L3 Début                        –                        9               –                              Fin      
     L2 Début            –           5          –          9      –     11               –             Fin
     L1 Début     –    1    –     5    –    7    –    9      –     11     –      15     –     Fin
     L0 Début – 0 – 1 – 2 – 5 – 6 – 7 – 8 – 9 – 10 – 11 – 12 – 15 – 16 – Fin

❑ Au moment de l’ajout d’un élément x, il faut déterminer sa hauteur
❑ On utilise un algorithme probabiliste tel que:
 Prob(h(x) = 1) = ½ ; Prob(h(x) = 2) = 1/4 ; ….; Prob(h(x) = i) = 1/2i ;

Tirer au hasard 0 ou 1 tant que l’on tire 0
h(x) = nombre de tirages

0 ➔ h(x) = 1 ; 0 1 ➔ h(x) = 2 ; 0 0 1 ➔ h(x) = 3 ; …



Skip_list

❑ Représentation
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La skip list 
Object ifs de ce laboratoire 

Dans ce laboratoire, nous allons implanter et  tester une classe set qui permet  d' insérer et  d'enlever des 
éléments en temps O(1) amort i et  de localiser un élément  par le contenu en temps O(log n), comme dans la 
bibliothèque normalisée. Nous ferons aussi une classe d' itérateurs (mais pas de const_iterator ni de 
reverse_iterator). I l vise aussi à prat iquer la LECTURE de code. Il est  important  de savoir lire le code de 
quelqu'un d'aut re et  comprendre ce qu' il fait ! 

Descript ion de la tâche à réaliser  

On vous fournit  le code de base d’une class set (la définit ion de la classe, comprenant les déclarat ions des 
fonct ions de la classe et  des itérateurs). La technique de représentat ion choisie est  une liste à enjambement  
(une skip list) par chaine de cellules. Une cellule cont ient  t rois éléments :  

CONTENU C'est un pointeur vers un élément  de type TYPE (celui associé à cet te cellule).  

PRED, SUIV Ce sont  des vector de pointeurs de cellule. La dimension de chaque vector est  décidée 

aléatoirement  au moment  de l' insert ion d'un élément . Les deux vector ont la même 

dimension dans une cellule donnée, sauf pour les cellules d'entête et  de queue. On peut  

différencier ces cellules des autres parce que leur champ CONTENU est  nullpt r. 

Bien sûr, dans une version officielle, on n'ut iliserait  sans doute pas des vectors de la SL, car ils impliquent  
une logist ique un peu t rop complexe. On ut iliserait  plutôt  un tableau primit if dynamique. Mais pour cet  
exercice, cela nous simplifiera la tâche. Dans les illust rat ions, tous les pointeurs sauf le champ CONTENU sont 
des cellule*, même s'ils semblent  pointer vers des port ions d'une cellule. Ceci n'est  qu'une illusion pour la 
simplificat ion du dessin! On voit  ci-dessous l' illust rat ion d'un ensemble de 10 éléments et  d'un ensemble 
vide. Un itérateur est  représenté par un pointeur de cellule. 

   

La fonct ion d' insert ion d'un nouvel élément  vous est  donnée. Vous pouvez vous en inspirer pour coder la 
fonct ion erase, qui est  à faire. En fait , il y a deux fonct ions publiques insert, et  deux fonct ions erase, 
comme dans la vraie classe set . La première insert prend un élément  et  localise où on devrait  l' insérer. Si 
on doit  le faire (parce qu' il n'y est  pas déjà) on appelle une fonct ion privée qui t ravaille directement  avec un 
pointeur. L'aut re fonct ion, qui reçoit  un iterator en paramètre doit  vérifier, pour fins d' intégrité du 
conteneur, que l'iterator reçu pointe au bon endroit , car l'usager peut  l'appeler avec n' importe quelle 
valeur. Si l'iterator ne pointe pas à la bonne place, cet te fonct ion appelle l'aut re. Sinon, elle appelle la 
fonct ion privée pour faire le t ravail. Notez que ces fonct ions, pour établir l'ordre des éléments, n'ut ilisent  
que l'opérateur < des objets insérés dans l'ensemble. Aucun aut re opérateur de comparaison n'est  nécessaire 
(ni permis!). Dans le code des pages intérieures, j 'ai omis certaines part ies comme les # include et  la fonct ion 
d'affichage pour sauver de l'espace. 

De la même façon, la première erase localise l'élément  à éliminer et  peut  appeller l'aut re avec un iterator 
pour faire le t ravail, pour ne pas dupliquer inut ilement  le code. La localisat ion prend toujours un temps 
logarithmique et  la fonct ion génératrice doit  prendre un temps O(1) amort i. Elle n'a pas besoin de fonct ion 
privée comme l' insert ion. Malheureusement , la fonct ion lower_bound qui vous est fournie est  un STUB, qui 
localise en temps O(n). Inacceptable si on veut  intégrer ce code dans une vraie SL! Il vous faudra donc la 
réécrire pour qu'elle fasse le t ravail en temps O(log n). En at tendant , elle nous permet  au moins de bien 
tester la fonct ion insert, et  de rendre les fonct ions à écrire un peu indépendantes l'une de l'aut re. Ces 
fonct ions sont  
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class cell{
 private:
  type val;
  size_t hauteur
  cell** prec;
  cell** suiv;
 public:
   cell(type&, size_t h);
   cell(type&);}

class skip_list{
 private:
  cell *debut;
  size_t dim;
 public:
  …
}

DIM
10



Skip_list : Prototypes des opérateurs

❑ Constructeurs

skip_list : Ø          → skip_list&        // par défaut
skip_list : skip_list& → skip_list&       // par copie

❑ Destructeur

~skip_list : Ø  → Ø               // fait appel à la fonction clear()

❑ Affectateur

operator= : skip_list& → Ø  // copie le paramètre dans l’objet 
appelant



❑Modificateurs
swap : skip_list& → Ø       // échange le paramètre avec l’objet appelant
insert: cell*, type&   → cell*  //ajoute un élément à une position (privée)
insert: type&   → iterator  //ajoute un élément
erase: cell*→ cell*  //retire un élément à une position (privée)
erase: type& → iterator  //retire un élément

❑ Recherche/ localisation
lower_bound: type&   → cell* //premier élément >= x (privée)
upper_bound: type&   → cell* //premier élément > x (privée)
search: type&   → cell* (privée)
search: type&   → iterator

Skip_list : Prototypes des opérateurs



Skip_list : lower_bound et upper_bound

L3 Début                        –                        9               –                              Fin      
     L2 Début            –         5          –          9      –     11               –               Fin
     L1 Début     –    1    –    5    –    7    –    9      –     11     –      15     –      Fin
     L0 Début – 0 – 1 – 2 – 5 – 6 – 7 – 8 – 9 – 10 – 11 – 12 – 15 – 16 – Fin

Lower_bound(5) Upper_bound(5)

Lower_bound(3) =
Upper_bound(3)

Lower_bound(11)

Upper_bound(11)



❑ cell* lower_bound(type x) 
         cell* c  = debut;
         size_t k = debut->suiv.size() 
         for(size_t i = k-1 ; i >= 0; i--) {
               while(c->suiv[i] ->val < x)           // <= x (pour upper_bound)
                       c = c->suiv[i];
         }
          c = c->suiv[0];
          return c;

Skip_list : lower_bound et upper_bound



❑ cell* insert(cell* c, type x)
           size_t h = calculer_aleatoirement_hauteur();
           cell* n = new cell(x,h);
           size_t k = debut->suiv.size() 
           if(h > k)
                    augmenter_hauteur(h);  //ajouter les List Lk, Lk+1, …, Lh(x)-1

               //ajouter n entre c->prec[0] et c

❑ cell* insert(type x)
            cell* c = lower_bound(x)
             return insert(c,x);

Skip_list : insert



❑ cell* search(type x)
             cell* c = lower_bound(x)
             if(c->val == x)
                     return c;
             else
                     return nullptr;

Skip_list : search



Arbre binaire de recherche

❑ Skip_list : opération en O(log(n)) (structure linéaire, solution 
probabiliste)

❑ Solution non probabiliste ➔ structure multidimensionnelle
❑ Deux dimensions:

- Gauche → Droite
- Racine → Feuille
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Profondeur
de l’arbre:
log(n)



Arbre binaire de recherche

❑ ABR : tel que chaque nœud a au plus deux enfants: un enfant gauche 
et/ou un enfant droit

❑ Permet de localiser le milieu en O(1) si l’arbre est équilibré:
       - milieu à la racine
       - plus petit à gauche
       - plus grand à droite
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Profondeur
de l’arbre:
log(n)



Arbre binaire de recherche
❑ ABR : tel que chaque nœud a au plus deux enfants: un enfant gauche 

et/ou un enfant droit
❑ Plusieurs types de parcours possible:
❑ En largeur (horizontal)
❑ En profondeur (vertical)
❑ Prefixe: 4 1 0 2 7 6 5 8 
❑ Infixe: 0 1 2 4 5 6 7 8
❑ Postfixe: 0 2 1 5 6 8 7 4
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Arbre binaire de recherche
❑ ABR : tel que chaque nœud au plus deux enfants: un enfant gauche 

et/ou un enfant droit
❑ Plusieurs types de parcours possible:
❑ En largeur (horizontal)
❑ En profondeur (vertical)
❑ Prefixe: 4 1 0 2 7 6 5 8 
❑ Infixe: 0 1 2 4 5 6 7 8
❑ Postfixe: 0 2 1 5 6 8 7 4

❑ Dans un ABR, l’ordre
      infixe, correspond à l’ordre
      des éléments, i.e. :
      pour tout nœud x,
      le sous-arbre gauche contient des éléments
      plus petits que x, et le sous-arbre droit des
       éléments plus grands.
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Arbre binaire de recherche

❑ Représentation
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class noeud{
 private:
  type val;
  nœud* parent;
  nœud* gauche;
  nœud* droit;
 public:
   noeud(type&);
   noeud(type&, nœud*, 
           nœud*, nœud* );}

class abr{
 private:
  noeud *racine, debut, 
fin;
  size_t dim;
 public:
  …
}

?

8

?



ABR : Prototypes des opérateurs

❑ Constructeurs

abr : Ø          → abr&        // par défaut
abr : abr& → abr&       // par copie

❑ Destructeur

~abr : Ø  → Ø               // fait appel à la fonction clear()

❑ Affectateur

operator= : abr& → Ø  // copie le paramètre dans l’objet appelant



❑ Modificateurs
swap : abr& → Ø       // échange le paramètre avec l’objet appelant
insert: noeud*, type&   → noeud*  //ajoute un élément à une position (privée)
insert: type&   → noeud*  //ajoute un élément (privée)
insert: type&   → iterator  //ajoute un élément
erase: noeud*→ noeud*  //retire un élément à une position (privée)
erase: : type& → noeud*  //retire un élément (privée)
erase: type& → iterator  //retire un élément

❑ Recherche/ localisation
lower_bound: type&   → noeud* //premier élément >= x (privée)
upper_bound: type&   → noeud* //premier élément > x (privée)
search: type&   → nœud* (privée)
search: nœud*, type&   → nœud* (privée)
search: type&   → iterator
previous:  noeud*→ noeud* * (privée)
next: noeud*→ noeud* * (privée)

ABR : Prototypes des opérateurs



ABR : search

❑ noeud* search (nœud* n, type x)
         nœud* c; 
         if( n == nullptr or n->val == x)
               c = n;
          elif(n->val < x)
               c = search (n->droit ,x);
          else 
    c = search (n->gauche ,x);
          return c;



ABR : search

❑ noeud* search (type x) 
            return search(racine,x);

❑ noeud* search (type x) 
             nœud* n = racine;
             while(n != nullptr and n->val != x){
                      if(n->val < x)
                           n = n->droit;
                      else 
                n = n->gauche;
              return n;



ABR : previous, next

❑ noeud* previous (nœud* n) 
            nœud* p;
            if(n->gauche != nullptr){  //cas (1) : a un enfant gauche; on doit descendre

                       p = n->gauche;
                       while(p->droit != nullptr)
                                p = p->droit;
            } else{    //cas(2) : pas d’enfant gauche; on doit remonter

                       prevp = n; p = n->parent;
                       while(p != nullptr and p->droit != prevp){
                                 prevp = p;
                                 p = p->parent;
                       }
            }
            return p;
 

n

previous(n)

previous(n)

n

nullptr

nullptr



ABR : previous, next

❑ noeud* next (nœud* n) 
            //symétrique de previous 
            //en inversant gauche et droit
             
            

next(n)

n

n

next(n)

nullptr

nullptr



ABR : lower_bound,upper_bound

❑ noeud* lower_bound (type x) //dernier nœud où l’on descend à gauche 

             nœud* n = racine;
             nœud* lower = fin;
             while(n != nullptr){
                     if(n->val >= x){
                           lower = n;
                           n = n->gauche;}
                      else 
                n = n->droit;
           }
           return lower;

            



ABR : lower_bound,upper_bound

❑ noeud* upper_bound (type x) //dernier nœud où l’on descend à gauche 

             nœud* n = racine;
             nœud* upper = fin;
             while(n != nullptr){
                     if(n->val > x){
                           upper = n;
                           n = n->gauche;}
                      else 
                n = n->droit;
            }
              return upper;

            



ABR : insert

❑ noeud* insert (nœud* n, type x)
           nœud* nouveau = new nœud(x);
            if (n->gauche == nullptr){// cas(1): pas d’enfant gauche
    n->gauche  = nouveau;
                     nouveau->parent = n;
            }
            else{// cas(2): a un d’enfant gauche
                     nœud* prev = previous(n);
    prev->droit  = nouveau;
                     nouveau->parent = prev;
            }
            return nouveau;

                 

On insère toujours une feuille



ABR : insert

❑ noeud* insert (type x)
           nœud* n = lower_bound(x);
            return insert(n,x);
            

On insère toujours une feuille



ABR : erase

❑ noeud* erase (nœud* n)
            nœud* c = next(n);
            if(n->gauche == nullptr and n->droit == nullptr)//aucun enfant
                    //supprimer n de l’arbre 
            elif(n->gauche != nullptr)//un enfant gauche
                    //remplacer la valeur de n par celle de previous(n)
                    // supprimer previous(n) de l’arbre 
            else//un enfant droit 
                    //remplacer la valeur de n par celle de next(n)
                    // supprimer next(n) de l’arbre
                    c = n;
            return c;
                       

On supprime toujours une feuille



ABR : erase

❑ noeud* erase (type x)
            nœud* n = search(x);
            if(n != nullptr) 
                     return erase(n);
           return n;
                       

On supprime toujours une feuille
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